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基于响应灵敏度法的时滞系统参数识别*
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摘 要：基于灵敏度分析，结合Tikhonov正则化和置信域约束，将时滞系统的参数识别反问题转化为一个标准

的非线性最小二乘优化问题，提出一种基于响应灵敏度法的时滞系统的参数识别方法。以一个单自由度的线性

时滞系统模型为例，对加速度进行灵敏度分析，然后进行参数识别。参数识别的数值模拟表明：该方法能有效

识别简单时滞系统的参数，且具有识别精度高、收敛速度快、对噪声不大敏感的优点。
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Parameter identification of delayed system based on response sensitivity
approach

WU Rong，LIU Jike，LU Zhongrong，WANG Li
（School of Aeronautics and Astronautics，Sun Yat-sen University，Guangzhou 510006，China）

Abstract：Based on sensitivity analysis，by introducing Tikhonov regularization and trust-region restric⁃
tion，the inverse problem of delayed system - parameter identification is transformed into a normal nonlin⁃
ear least squares optimization problem with trust region，and a parameter identification method for de⁃
layed system based on response sensitivity approach is proposed. A single-degree-of-freedom linear de⁃
layed system model is studied and the sensitivity analysis of acceleration is carried out. The numerical
simulation of parameter identification shows that the proposed method can effectively identify the parame⁃
ters of simple delayed system，and has the advantages of high identification accuracy，fast convergence
speed and less sensitivity to noise. This numerical example verifies the feasibility and efficiency of the re⁃
sponse sensitivity approach in the practical parameter identification of delayed systems.
Key words：delay differential equations（DDE）；parameter identification；response sensitivity ap⁃
proach；trust-region restriction

时滞系统是一类存在时滞现象的特殊系统，

体现在系统过去某一段时间的状态对系统当前状

态的影响存在一个时间上的滞后。时滞系统普遍

存在于各类自然、社会和工程实际之中，比如：

力学、机械学、生态学、医学和经济学等，对时

滞系统动力学的研究有利于促进这些应用领域的

发展［1］。时滞系统的数学模型是时滞微分方程，

不同于由偏微分方程描述的动力学系统，它是一

类泛函微分方程［2］。确定一个时滞系统，即要确

定时滞微分方程的参数。因此，参数未标识或标

识不完全的情况下，时滞系统的参数识别是应用

和分析时滞系统的重要准备工作。
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时滞系统的参数识别问题是一类复杂的反问

题，与一般微分系统的参数识别方法思想类似，

该问题可转化为一个非线性最小二乘优化问题。

基于灵敏度分析的模型修正法是一种常用的参数

识别方法，可较好地与Tikhonov正则化结合，且便

于引进修正参数的置信域区间，以求解参数识别

方程的非线性最小二乘优化问题［3］。本文利用测

量动力响应数据作为测量数据，同时考虑时滞系

统的特性，采用响应灵敏度法进行了一个简单时

滞系统的参数识别。算例表明，响应灵敏度法能

较好地识别时滞系统的参数且具有一定的抗噪

能力。

1 问题描述

1. 1 时滞系统

一般地，时滞系统由如下的时滞微分方程

给出

ì

í

î

ïï
ïï

ẋ ( )t = F ( t，x ( )t ，x ( )t - τ ，a1，a2，…，am )
x ( )t = x0 ( )t ，ẋ ( )t = ẋ0 ( )t ， t ≤ t0 （1）

其中，x=［x1， x2， …， xn］ T表示 n维系统响应，

τ表示时滞参数，ai （i=1，2，…，m）是一般系统

参数， t0代表初始时刻，x0（t）则是给定初始值时

刻之前的解，为已知函数。当 F（·） 关于 x (t)，
x (t - τ)是线性时，该系统为线性时滞系统。

时滞微分方程相比于一般微分方程具有更复

杂的性质。一方面，系统在平衡点附近的线性近

似系统的特征方程由一般的有限次多项式代数方

程变为超越方程［4］，有无穷多个特征根，解空间

也成为无限维，需要数值方法进行求解；另一方

面，要保证线性时滞微分方程的稳定性，方程的

所有 （无数个） 特征根全部都要具有负实部，这

就意味着线性时滞系统的稳定性更为复杂［5］。本

文将使用MATLAB软件中的 dde23函数对目标时滞

微分方程（1）进行数值求解。

1. 2 反问题的定义

时滞系统的参数识别作为一类典型的反问题，

它是通过测量的响应数据来反推系统的某些参数。

假设测量变量 d与系统状态变量 x有如下关系 d=
Lx，其中 L是线性算子。当测量变量为速度时，L=
d/dt。实际中，测量数据由测量变量 d在一系列时

间点 t1 <t2，…，< tNT上的响应数据组成，因此实际

测 量 得 到 的 响 应 数 据 记 为 R̂ =
(d̂ ( t1 )，d̂ ( t2 )，d̂ ( t3 )，…，d̂ ( tNT ) ) T。为方便后续分析，

将方程（1）中所有的m+1个参数组成一个参数列

向量 a=［a1，a2，…，am，τ］ T，该参数向量控制

着系统的响应，或者说 x（t）和 d（t）是 a的隐函

数。与测量响应数据相对应的计算响应数据可记

为 R (a) = (d ( t1 )，d ( t2 )，d ( t3 )，⋯，d ( tNT ) ) T。有了测量

响应 R̂和计算响应 R (a )，根据一般反问题的求解

思路，时滞系统参数识别问题可转化为如下非线

性最小二乘优化问题。

a* = argmin
a ∈ A

{ g (a )：= ||R̂ - R (a )||2} （2）
其中，a*为最终识别得到的参数，g (a)为非线性最

小二乘目标函数，A为有效的参数空间， v =
v21 + … + v2n 为 向 量 v = [ v1，v2，…，vn ]T 的 二

范数。

2 响应灵敏度法识别时滞系统参数

2. 1 时滞系统灵敏度分析

对于式（2）的极小值问题，一般采用迭代优

化的方法进行求解。而迭代法的关键在于如何在

已有参数结果-a的基础上快速找到合理的更新值 δa

使得 g ( -a + δa)尽可能地小。将 R̂在-a处进行一阶

泰勒展开并取其线性部分进行近似，则非线性

目标函数 （2） 近似转化为如下线性最小二乘

函数。

ĝ (δa，-a) =  δR ( )ā - S ( )ā δa
2

（3）
其中，δR ( -a ) = R̂ - R ( -a )称为响应残差，S ( -a )称
为灵敏度矩阵，其具体表达为
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∂am + 1 ( tj )
⋮ ⋱ ⋮

∂xn
∂a1 ( tj ) ⋯ ∂xn

∂am + 1 ( tj ) （5）
显然，近似目标函数 ĝ (δa，-a)的核心在于矩阵

S ( -a )，而矩阵 S ( -a )的获取则完全依赖响应灵敏度

∂x
∂ai (t)，i = 1，2，…，m + 1计算。根据微分链式法

则，系统响应 x（t）关于一般参数ai（i=1，2，…，

m）的灵敏度应遵循如下微分方程。
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∂ẋ
∂ai =

∂F
∂x

∂x
∂ai +

∂F
∂xτ

∂xτ
∂ai +

∂F
∂ai，i = ( )1，2，…，m

∂x
∂ai ( )t = 0，t ≤ t0 （6）

而，系统响应 x（t）关于时滞参数 τ的灵敏度

则应满足
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∂ẋ
∂τ =

∂F
∂x
∂x
∂τ +

∂F
∂xτ (

∂xτ
∂τ - xτ

. )

∂x
∂τ ( )t = 0，t ≤ t0 （7）

其中，xτ = x ( t - τ )。不难看出，时滞系统的灵敏

度方程 （6）、（7） 仍为时滞微分方程，联合方程

（1）、（6）、（7），使用MATLAB的 dde23函数可进

行求解［6］。

2. 2 响应灵敏度法

式（3）中所得的线性最小二乘目标函数可直

接求得最小值，为改善反问题求解的适定性，可

采用正则化方法，Tikhonov正则化［7］是一种常见

的正则化方法。

δaλ = arg min
δa ∈ { A - -a } ||δR (-a) - S ( -a ) δa||2 + λ||δa||2（8）

δaλ = éëS (-a)
T
S (-a) + λIùû

-1
S (-a) T δR (-a) （9）

其中，λ ≥ 0称为正则化参数，通常是一个小量，

它控制着更新量的步长，I是单位矩阵。

不同的正则化参数λ会导致不同的更新量 δaλ，
因此需要合理选择正则化参数，本文采用 L-curve
方法［8-9］ 进行确定。针对不同的 λ，作残差范数

| | δR ( -a ) - S ( -a ) δaλ | |和 ||δaλ||的函数曲线，曲线的

角点处对应的λ即为最优的正则化参数。

为了使线性化后的目标函数 ĝ ( δa，-a )与原非线

性的目标函数 g ( -a + δa)尽可能符合，更新步长

||δa||要足够小，因此要进一步考虑修正参数约束

条件，引入约束 ||δa|| ≤ η，其中 η ≥ 0为待定的置

信域半径。于是，式（3）变为含不等式约束的优

化问题，如式（10）所示。

{ minδa ∈ { }A - -a ĝ ( )δa，-a = ||δR ( )-a - S ( -a ) δa||2
s.t. ||δa|| ≤ η . （10）

与正则化参数λ一样，不同的置信域半径η也

会导致不同的更新量 δa，为衡量线性化后的目标

函数 ĝ ( δa，-a )与原非线性的目标函数 g ( -a + δa)的

符合程度，引入一个一致性因子 ρ ( δa，-a )［3，10］作为

吻合度指标。

ρ (δa，-a) = g ( )-a - g ( )-a + δa
ĝ ( )0，-a - ĝ ( )δa，-a

=  δR ( )-a
2 -  δR ( )-a + δa

 δR ( )-a
2 -  δR ( )-a - S ( -a ) δa 2

（11）

ρ (δa，-a) ≥ ρcr ∈ [ 0.25，0.75 ] （12）
确定合理的置信域半径η，使得相应的更新量

δa满足一致性条件（12）， 这即为置信域约束。至

此，响应灵敏度法可列出具体的算法，实现步骤

如表1。
3 数值算例

考虑一个机械元件加工时常见的颤振方程 ［4］，

是一个单自由度系统的线性时滞微分方程：
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x ( )t = 1，ẋ ( )t = 0， t ≤ 0 （13）
其 中 ， δx = é

ë
ê
ù
û
ú
x
ẋ
。 令 参 数 向 量 为 a=é

ë
êê - (1 +
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)ωn
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2，T

ù
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T

，系统方程可以写成

ẍ = a1x + a2 ẋ + a3x ( t - T ) （14）
选用加速度响应数据作为测量数据，采集时

间 0到 5 s，步长 0. 01 s，共 501个数据，加载不同

程度的高斯噪声：

d̂k = dk + eRand ⋅ var (dk)，k = 1，2，…，n（15）
其中，dk、d̂k分别是加噪前后的第 k个响应数据，e
是噪声水平，Rand是［-1，1］上的正态分布随机

变量，var (dk)是测量响应dk的标准差。

误差分析选择相对误差：

reltol = | a - arar | × 100% （16）
其中， reltol为相对误差，a为识别结果，a r为真实

参数值。
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真实参数值 a = ( -17.6π2，- 0.4π2，1.6 π2，0.5)
的系统，噪声水平分别为 0、2%、5%和 10%时所

测得的加速度响应如图1所示。

固定参数 a1 = ( -17.6π2，- 0.4π，1.6π2，0.5） 的

系统，分别按式（7）灵敏度方程和差分法计算时

滞参数 T的灵敏度，结果见图 2。两种方法的计算

结果十分吻合，证明了时滞参数灵敏度方程的正

确性。图 2中，时滞参数 T的灵敏度在 ［0，0. 5］
的区间上恒为零，说明要能够识别时滞参数，测

量数据的采样时间长度必须大于时滞参数。

固定测量数据误差水平为 2%，考虑 4种初值

情况，由响应灵敏度法计算的参数识别结果见表

2。不同的初始参数下，参数识别结果基本一致，

最大相对误差为 1. 23%，最大迭代步为 102。也就

是说，对于该系统响应灵敏度法精度高且收

敛快。

固 定 初 始 参 数 a1 = ( -16π2，- 0.3π，π2，0.4)，
考虑 4种噪声水平 0、1%、5%和 10%，由响应灵

敏度法计算的参数识别结果见表 3。在 10%的最大

噪声水平下，最大相对误差为 1. 89%，最大迭代

步为36。

表 1 响应灵敏度法的具体步骤

Table 1 Procedure of response sensitivity approach
序号

1
2
3
4
5
6
7
8
9
10
11
12
13
14
15
16

步骤

设定待识别的参数初值a1；；

定义收敛的误差容限 tol（10-6）；

设定迭代最大步数 Imax（800）及置信域约束参数 ρ（0. 5）和放大因子 γ（2），设定每次迭代的置信域约束最大步数

Tmax（20）；

载入测量数据 R̂；

for k=1： Imax %迭代求解程序

在当前参数ak下求解系统微分方程（1），得到计算数据R (ak )，并计算残差 δR = R̂ - R (ak )；
求解灵敏度方程（6） - （7），计算响应灵敏度矩阵S (ak )；
由L-curve方法，得到初始正则化参数λ = λL (ak）；

for i=1：Tmax %置信域约束

计算正则化参数λ = γi - 1λL (ak )；
由式（9）计算更新量 δak；

if ak + δak ∉ A， continue；
计算R (ak + δak )，并计算新的响应残差 δRnew = R̂ - R (ak + δak )；

由式（11）计算一致性因子 ρ ( δa，ak )；
if ρ ≥ ρcr， break；

end for
更新参数ak + 1 = δa + ak；

if ||δa||/||ak + 1 || ≤ tol， break；
end for

图 1 不同级别测量误差下测得的加速度响应图

Fig. 1 Acceleration response of example 1 under different
noise level

图 2 加速度响应对时滞参数T的灵敏度（T=0. 5），

Fig. 2 Diagram of sensitivity to delay parameter T
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4 结 论

基于灵敏度分析，结合Tikhonov正则化和置信

域约束，将时滞系统的参数识别反问题转化为一

个标准的非线性最小二乘优化问题，提出一种基

于响应灵敏度法的时滞系统的参数识别方法，并

对一个单自由度的线性时滞系统模型进行参数识

别数值分析，结果表明：采样时长必须大于时滞

参数才能成功识别时滞参数；响应灵敏度法能在

一定的初值范围内得到准确的参数识别结果；即

使在 10%的噪声水平下，响应灵敏度法仍能正确

地识别时滞系统的参数，具有较好的抗噪性；针

对该算例，响应灵敏度法精度高、收敛快、有较

好的鲁棒性。
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表 2 不同初始值的参数识别结果（2%噪声）

Table 2 Identification result of different initial values under noise level of 2%
初值

（-16π2， -0. 3π， π2， 0. 4）
（-19π2， -0. 5π， π2， 0. 6）
（-16π2， -0. 8π， 0. 6π2， 0. 4）
（-150， -0. 1π， 0. 8π2， 0. 2）

识别结果

（-173. 508 3， -1. 250 9， 15. 635 8， 0. 500 3）
（-173. 508 3， -1. 250 9， 15. 635 8， 0. 500 3）
（-173. 508 3， -1. 250 9， 15. 635 8， 0. 500 3）
（-173. 558 9， -1. 252 9， 15. 597 6， 0. 500 2）

最大相对误差/%
0. 98
0. 98
0. 98
1. 23

迭代步数

35
36
37
102

表 3 不同噪声水平的参数识别结果

Table 3 Identification result under different noise level
噪声水平/%

0
1
5
10

识别结果

（-173. 705 0， -1. 256 6， 15. 791 4， 0. 500 0）
（-173. 740 0， -1. 252 8， 15. 826 0， 0. 500 3）
（-173. 607 4， -1. 279 3， 15. 779 0， 0. 498 6）
（-173. 268 8， -1. 235 8， 15. 493 0， 0. 501 4）

最大相对误差/%
0. 00
0. 30
1. 80
1. 89

迭代步数

36
35
36
19
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